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1. Mnoziny, vyroky a Ciselné obory



MnoZiny a mnozinové operace

Mnozinou rozumime kazdé shrnuti ur€itych a navzajem
riznych objektl (které nazyvame prvky) do jediného
celku.



Georg Cantor (1845-1918)




Definice
Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné
prvky.
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Definice

Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné
prvky. Rekneme, Ze mnozina A je ¢asti mnoziny B (nebo
A je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A je
rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikdme inkluze
a znaCime A C B. Prazdnou mnozinou nazveme
mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek. Oznacime ji
symbolem 0.
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Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu
vytvofenou vSemi prvky, které patfi alespon do jedné

z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B znaCime
symbolem AU B. Je-li A systém mnozin, pak jeho
sjednoceni | A definujeme jako mnoZinu vSech prvku a,
pro které existuje A € A takove, ze a € A.
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Definice

Pranikem dvou mnozin A a B nazveme mnozinu vSech
prvku, které nélezeji soucasné do Aido B. Pranik
mnozin A a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li dvé
mnoziny prazdny prunik, fekneme o nich, ze jsou
disjunktni. Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho
prunik () A definujeme jako mnozinu vSech prvkl a, které
pro kazdé A € A splnuji a € A.
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Rozdilem mnozin A a B (zna¢ime A\ B) nazveme
mnozinu prvku, které patfi do mnoziny A a nepatfi do
mnoziny B.



Definice

Rozdilem mnozin A a B (zna¢ime A\ B) nazveme
mnozinu prvku, které patfi do mnoziny A a nepatfi do
mnoziny B. Kartézskym souc¢inem mnozin A, ..., A,
nazveme mnozinu vSech usporadanych n-tic ;

A1 XA2><-~-><A,—,
={lai,a,...,an); a € Ai,...,an € A}



Véta 1.1

Necht X je mnoZina a A je neprazdny systém mnoZin.
Pak plati

X\[JA={X\A Ac A}
a dale

X\(NA=[J{(X\A Ac A}



1.2 Vyrokovy a predikatovy pocet

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, 0 némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo ze neplati (je nepravdivé).
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Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, 0 némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo ze neplati (je nepravdivé).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:
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1.2 Vyrokovy a predikatovy pocet

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, 0 némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé) nebo ze neplati (je nepravdivé).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.
Al -A
0| 1
110
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Konjunkci A A B vyrokl A a B nazveme vyrok:

Plati A i B.
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Definice
Konjunkci A A B vyrokl A a B nazveme vyrok:

Plati A i B.

B|AANB

A
0
0
1
1

- O =0
- O O o>




Definice
Disjunkci AV B vyroku A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.
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Disjunkci AV B vyroku A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.
A B \ AV B
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Definice
Disjunkci AV B vyroku A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.
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Definice
Disjunkci AV B vyroku A a B nazveme vyrok:

Plati A nebo B.

A B|AVB
0

1
1
1

- O =0
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Definice
Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.
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Definice
Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.

A B|A=B
1

- O =+ O

1
0
1



Vyroku A v implikaci se fika premisa, vyrok B se nazyva
zaver.



Vyroku A v implikaci se fika premisa, vyrok B se nazyva
zaver. Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost B
a B je nutnou podminkou pro platnost A.
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Definice
Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.
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Definice

Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:
Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

A B|AsB
0 0 1
o 1 0
1 0 0

1

1

1

(Platnost vyroku) A je nutnou a postacujici podminkou

(platnosti vyroku) B.



Definice
Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

A(X1, X2, ... Xm),

z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvki
X1 € My, xo € M, ..., Xy, € M, zdanych mnozin
M‘I goeeey Mm.



Definice
Necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vdechna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:

Vx € M: A(x).
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Necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vdechna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Vx € M: A(x).

Symbol V nazyvame obecnym (velkym)
kvantifikatorem.
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Necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
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Definice
Necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
dx € M: A(x).

Symbol 3 nazyvame existen¢nim (malym)
kvantifikatorem.



1.3 Zavedeni mnoziny realnych Cisel

Mnozinou realnych Cisel R budeme rozumét mnozinu, na
niz jsou definovany operace scitani a nasobeni, které
budeme znadit obvyklym zplsobem, a relace usporadani
(<), pficemz jsou splnény nasleduijici tfi skupiny
vlastnosti.
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1.3 Zavedeni mnoziny realnych Cisel

Mnozinou realnych Cisel R budeme rozumét mnozinu, na
niz jsou definovany operace scitani a nasobeni, které
budeme znadit obvyklym zplsobem, a relace usporadani
(<), pficemz jsou splnény nasleduijici tfi skupiny
vlastnosti.

|. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah.

Il. Vztah uspofadani a operaci scitani a nasobeni.
[ll. Axiom infima.
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Definice
Rekneme, Zze mnozina M C R je omezena zdola, jestlize

existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé x € M plati

x > a. Takové Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny
M. Analogicky definujeme pojmy mnozina omezena
shora a horni zavora. Rekneme, 7e mnozina M c R je
omezena, je-li omezena shora i zdola.



Axiom infima: Budiz M neprazdna zdola omezena
mnozina. Potom existuje jediné Cislo g € R, které ma
nasledujici vlastnosti:

(i) VxeM: x>g,



Axiom infima: Budiz M neprazdna zdola omezena
mnozina. Potom existuje jediné Cislo g € R, které ma
nasledujici vlastnosti:

(i) VxeM: x>g,
(i) Vg €eR,g >gdxe M: x < ¢g.



Axiom infima: Budiz M neprazdna zdola omezena
mnozina. Potom existuje jediné Cislo g € R, které ma
nasledujici vlastnosti:

(i) VxeM: x>g,
(i) Vg €eR,g >gdxe M: x < ¢g.
Cislo g znagime symbolem inf M a ¢teme infimum M.



Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnuijici

(i) Vxe M: x < G,

(i) V@ e R,G < GIxe M: x > G,
nazyvame supremem mnoziny M. Znac¢ime ho
symbolem sup M.



Definice
Budiz M C R. Cislo G € R splnuijici

i) VxeM: x <G,

(i) V@ e R,G < GIxe M: x > G,
nazyvame supremem mnoziny M. Znac¢ime ho
symbolem sup M.

Véta 1.2
Necht M C R je neprazdna shora omezena mnoZina. Pak
existuje prave jedno supremum mnoZziny M.



Definice

Budiz M c R. Rekneme, Ze a je nejvétsi prvek
(maximum) mnoziny M (zna¢ime max M), jestlize ae M a
a je horni zavorou mnoziny M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum) M, ktery znacime min M.



Véta 1.3
Pro kazdé r € R existuje cela ¢ast ¢islar, tj. Cislok € Z
fakove, Ze k < r < k + 1. (Celou ¢ast Cisla r znaCime [r]).



Véta 1.3
Pro kazdé r € R existuje cela ¢ast ¢islar, tj. Cislok € Z
fakove, Ze k < r < k + 1. (Celou ¢ast Cisla r znaCime [r]).

Veta 1.4
Ke kaZzdemu x € R existuje n € N takoveé, Ze plati x < n.



Véta 1.5
Ke kazdému x € (0, +o00) a ke kazdemu n € N existuje
pravé jedno y € R, y > 0, splnujici y" = x.



Véta 1.5
Ke kazdému x € (0, +o00) a ke kazdemu n € N existuje
pravé jedno y € R, y > 0, splnujici y" = x.

Véta 1.6
Necht a,b € R, a < b. Pak existuje r € Q takové, Ze
a<r<hb.



Kurt Gédel (1906—1978)




2. Posloupnosti realnych cisel



2.1 Uvod

Definice
Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné

¢islo a,, potom fikame, Ze {a,}°°, je posloupnost
realnych Cisel.
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Definice

Jestlize kazdému pfirozenému Cislu n je pfifazeno realné
¢islo a,, potom fikame, Ze {a,}°°, je posloupnost
realnych &isel. Cislo a, nazveme n-tym élenem této
posloupnosti. Posloupnost {a,}5 ; je rovna posloupnosti
{bn}2,, jestlize plati a, = b, pro kazdé n € N.
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z vySe uvedenych podminek.



Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m neklesajici, je-li a, < a, .1 pro kazdé n € N,
m rostouci, je-li a, < a,.1 pro kazdé n € N,
m nerostouci, je-li a, > a, .1 pro kazdé n € N,
m klesaijici, je-li a, > a, 1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni, pokud splfuje nékterou
z vySe uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze
monotonni, pokud je rostouci Ci klesajici.



2.2 Konvergence posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou
realnému Cislu A, jestlize plati

VeeR,e>03dnpeNVneNn>ny: |a,— Al <e.
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Véta 2.1 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.



Véta 2.1 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Necht {a,}°, ma limitu rovnou realnému Cislu A. Pak
znacime lim,_,., a, = A nebo jenom lim a, = A. Rekneme,
Ze posloupnost {a,} je konvergentni, pokud existuje

A € R takové, ze lim a, = A.



Véta 2.2
KaZda konvergentni posloupnost je omezena.



Definice

Necht {a,}°°, je posloupnost redlnych Cisel. Jestlize
{nk}z2, je rostouci posloupnost pfirozenych Cisel, pak
{an, }7>, se nazyva vybranou posloupnosti z {a,}> ,.

Véta 2.3
Necht {a,, }72, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2, aplatilim,_,. a, = A € R. Potom limy_, a@n, = A.
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Véta 2.4 (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a,+ by) = A+ B,
(i) lim(a,-b,) = A- B,
(iii) je-li B # 0 a b, # 0 pro vsechna n € N, je
lim(an/bn) = A/B.



Véta 2.4 (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a,+ by) = A+ B,
(i) lim(a,-by) =A-B,
(iii) je-li B # 0 a b, # 0 pro vsechna n € N, je
lim(an/bn) = A/B.



Véta 2.4 (aritmetika limit)
Necht'lima, = A€ R alimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim (@, + b)) = A+ B,
(ii) lim(a, - b)) = A- B,
(iii) je-li B # 0 a b, # 0 pro vsechna n € N, je
lim(a,/bn) = A/B.



Veta 2.5
Necht' lim a, = 0 a necht’ posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim ap,b, = 0.
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Véta 2.6 (limita a usporadani)
Necht'lima,=AcRalimb,= B cR.

(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ny je a,> b, PotomA> B.



Véta 2.5

Necht' lim a, = 0 a necht’ posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim ap,b, = 0.

Véta 2.6 (limita a usporadani)
Necht'lima,=AcRalimb, =B €R.
(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ny je a,> b, PotomA> B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ny € N takové, Ze pro
kazdé prirozené n > ny je a, < by.



Véta 2.5

Necht' lim a, = 0 a necht’ posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim ap,b, = 0.

Véta 2.6 (limita a usporadani)
Necht'lima,=A€Ralimb,= B €R.
(i) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n> ng je a, > b,. PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ny € N takové, Ze pro
kazdé prirozené n > ny je a, < by.



Véta 2.5

Necht' lim a, = 0 a necht’ posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim ap,b, = 0.

Véta 2.6 (limita a usporadani)
Necht'lima,=AcRalimb, =B €R.
(i) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ny je a,> b, PotomA> B.
(il) Necht A < B. Potom existuje ny € N takoveé, Ze pro
kazdé prirozené n > n, je a, < by.



Véta 2.7 (o dvou stréznicich)

Bud'te {a,}, {bn} dvé konvergentni posloupnosti a {c,}
takova posloupnost, Ze plati:

(1) d3ng e NVne N, n> ng: a, < ¢, < by,



Véta 2.7 (o dvou stréznicich)

Bud'te {a,}, {bn} dvé konvergentni posloupnosti a {c,}
takova posloupnost, Ze plati:

(1) d3ng e NVne N, n> ng: a, < ¢, < by,
(i) lim a, = lim by,



Véta 2.7 (o dvou stréznicich)

Bud'te {a,}, {bn} dvé konvergentni posloupnosti a {c,}
takova posloupnost, Ze plati:

(1) d3ng e NVne N, n> ng: a, < ¢, < by,
(i) lim a, = lim by,.
Potom existuje lim ¢, a plati lim ¢, = lim aj,.



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu 4o, jestlize

VLeR3ng e NVneN,n>ny: a, > L.



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu 4o, jestlize

VLeR3ng e NVneN,n>ny: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oc, jestlize

VKeRdngeNVvneN,n>ny: a, < K.



Veéta 2.8 (aritmetika limit podruhé)
Necht' lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(an, &+ b,) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(an - by) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) limap/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.



Veéta 2.8 (aritmetika limit podruhé)
Necht' lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(an, &+ b,) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(an - by) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) limap/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.

Véta 2.9

Necht'lima, = A€ R*, A> 0, limb, =0 a existuje ny € N,
Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Pak

lima,/b, = +o0.



2.4 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Veta 2.10

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.



2.4 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.10
Kazda monotonni posloupnost ma limitu.
Véta 2.11 (Bolzano—Weierstrass)

Z kaZzdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.



K dukazu Véty 2.11

(i) Interval (ck, dk) je roven intervalu
(Ck—1, Ck—1 + 3(dk—1 — Ck—1)) Nebo intervalu
(Ck—1 + %(dk—1 — Ck_1), Ok_1)-

(i) Mnozina {j € N; a; € (cx, dk)} je nekonecna.



3. Funkce jedné realné proménné



3.1 Zakladni pojmy

Definice
Funkce f jedné realné proménné (dale jen funkce) je

zobrazeni f: M — R, kde M je podmnozinou mnoziny
realnych Cisel.



3.1 Zakladni pojmy

Definice

Funkce f jedné realné proménné (dale jen funkce) je
zobrazeni f: M — R, kde M je podmnozinou mnoziny
realnych Cisel.

Definice

Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvojici x1, xo € J, X1 < Xo, plati nerovnost

f(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkci klesajici
(neklesaijici, nerostouci) na intervalu J.



Definice

Monoténni funkci (resp. ryze monoténni funkci) na
intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.



Definice 5
Necht f je funkce a M C Ds. Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a

f(—x) = —f(x),
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e licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
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e suda, jestlize pro kazdé x € D; plati —x € Dy a

f(—x) = f(x),



Definice 5
Necht f je funkce a M C Ds. Rekneme, Ze funkce f je
e licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(=x) = —f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D; plati —x € Dy a
f(—x) = f(x),
e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € Dy platix+ae€ Dy, x—a€ Dra
f(x+a) = f(x — a) = f(x),



Definice 5
Necht f je funkce a M C Ds. Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = —f(x),

e suda, jestlize pro kazdé x € D; plati —x € Dy a
f(—x) = f(x),

e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € Dy platix+ae€ Dy, x—a€ Dra
f(x+a) = f(x — a) = f(x),

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) < K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takoveé,
Ze pro v8echna x € M je |f(x)| < K,



e zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

e omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takoveé,
Ze pro v8echna x € M je |f(x)| < K,

e konstantni na M, jestlize pro vSechna x, y € M plati
f(x) = f(y).



3.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € Rac € R, > 0. Potom definujeme

e okoli bodu cjako B(c,c) = (c —¢,Cc+¢),



3.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € Rac € R, > 0. Potom definujeme
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P(c,e) =(c—¢e,c+¢)\{c},



3.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € Rac € R, > 0. Potom definujeme

e okoli bodu cjako B(c,c) = (c —¢,Cc+¢),
e prstencoveé okoli bodu c jako
P(c,e) =(c—¢e,c+¢)\{c},
Okoli a prstencové okoli bodu +oc (resp. —oo) definujeme
takto:

P(+o0,e) = B(+o0,€) = (1/¢, +00),
P(—00,€) = B(—00,¢) = (00, 1/2).



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé

c € R*, jestlize
VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C
Definice
Necht ¢ € R a e > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu c jako B (c,¢) = (c,c +¢),



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C
Definice
Necht ¢ € R a e > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu c jako B (c,¢) = (c,c +¢),
e levé okoli bodu c jako B~ (c,c) = (¢ — ¢, ¢),



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C
Definice
Necht ¢ € R a e > 0. Potom definujeme
e pravé okoli bodu c jako B (c,¢) = (c,c +¢),
e levé okoli bodu c jako B~ (c,c) = (¢ — ¢, ¢),
e pravé prstencové okoli bodu c jako
P*(c,e) =(c,c+¢),



Definice
Rekneme, Ze Cislo A € R* je limitou funkce f v bodé
c € R*, jestlize

VeeR,e>036 €R,6 >0Vx € P(c,0): f(x) € B(A,¢).

To oznaCujeme symbolem lim f(x) = A.

X—C
Definice
Necht ¢ € R a e > 0. Potom definujeme
pravé okoli bodu c jako Bf(c,¢) = (¢, c + ¢),
levé okoli bodu c jako B~(c,¢) = (¢ — ¢, ),
pravé prstencové okoli bodu c jako
Pt(c,e) =(c,c+¢),
levé prstencové okoli bodu c jako
P~(c,e) =(c—¢,c).



Definice
Dale definujeme

e levé okoli bodu +oc jako B~ (+00,¢) = (1/¢, +00),



Definice
Dale definujeme

e levé okoli bodu +oc jako B~ (+00,¢) = (1/¢, +00),

e pravé okoli bodu —oc jako
Bt (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),



Definice
Dale definujeme

e levé okoli bodu +cc jako B~ (+00,¢) = (1/¢, 4+00),
e pravé okoli bodu —oc jako

Bt (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),
e levé prstencové okoli bodu +oo jako

P~ (+00,e) = B (400,¢),



Definice
Dale definujeme

e levé okoli bodu +cc jako B~ (+00,¢) = (1/¢, 4+00),
e pravé okoli bodu —oc jako

Bt (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),
e levé prstencové okoli bodu +oo jako

P~ (+00,e) = B (400,¢),

e pravé prstencové okoli bodu —o jako
Pt(—o00,e) = Bt (—o0, ).



Definice )
Necht A € R*, ¢ € RU {—occ}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve eR,e >030 € R,§ > 0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A,¢).



Definice )
Necht A € R*, ¢ € RU {—occ}. Rekneme, Ze funkce f ma

v bodé c limitu zprava rovnou A, jestlize
Ve eR,e >030 € R,§ > 0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A,¢).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
¢ € RU{+o0}.



Véta 3.1

Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Oznaceni
Pro limitu funkce f v bodé ¢ uzivame symbol lim f(x). Pro
X—C

limitu funkce f v bodé c zleva, resp. zprava, uzivame

symbol X'L”Qf f(x), resp. XI~I>T+ f(x).



Definice
Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodeé c, jestlize

lim £(x) = f(c).



Definice
Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodeé c, jestlize

lim £(x) = f(c).

Definice

Necht ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé c spoijita
zprava (resp. zleva), jestlize lim,_,., f(x) = f(c) (resp.
limy_c f(x) = f(C)).



Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
e fje spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
e fje spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
e fje spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R je spojita na
intervalu J, jestlize plati:
e fje spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
e fje spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
e f je spojita v kazdém vnitfnim bodé J.



Véta 3.2
Necht funkce f ma viastni limitu v bode ¢ € R*. Pak
existuje 5 > 0, Ze f je na P(c, ) omezena.



Véta 3.3 (aritmetika limit)

Necht' c € R*. Necht'limy_,.f(x) = A€ R* a
limyx_cg(x) = B € R*. Potom plati:
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definovan,
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Véta 3.3 (aritmetika limit)

Necht' c € R*. Necht'limy_,.f(x) = A€ R* a

limyx_cg(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limy—e(f(x) 4+ 9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B

definovan,

(il) limy_¢f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(i) limyx—c f(x)/9(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



Véta 3.3 (aritmetika limit)

Necht' c € R*. Necht'limy_,.f(x) = A€ R* a

limyx_cg(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limye(f(x) 4+ 9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,

(ii) limy_¢f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(i) limyx—c f(x)/9(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



Véta 3.3 (aritmetika limit)

Necht' c € R*. Necht'limy_,.f(x) = A€ R* a

limyx_cg(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limye(f(x) 4+ 9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B

definovan,

(il) limy_¢f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(i) limyx—¢ f(x)/9(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



Véta 3.4

Necht’ ¢ € R*. Necht limy_,. g(x) =0,

limy_c f(x) = A€ R"aA> 0. JestliZze existujen > 0
takové, Ze funkce g je kladna na P(c,n), pak
limy_c(f(x)/g(x)) = +o0.



Véta 3.5 (limita a usporadani)
Meéjme ¢ € R~.
(i) Necht

fim 106) > fim ()

Pak existuje prstencové okoli P(c, d) takové, Ze plati

Vx € P(c,d): f(x) > g(x).



(if) Necht existuje prstencové okoli P(c, §) takové, ze plati
Vx € P(c,d): f(x) < g(x).
Necht existuji limy_,¢ f(x) a limy_c g(x). Potom plati

lim f(x) < lim g(x).

X—C X—C



(iii) (o dvou straznicich) Necht na néjakém prstencovém
okoli P(c, ) plati

f(x) < h(x) < g(x).

Necht limy_,¢ f(x) = limy_,c g(x). Potom existuje rovnéz
limy_,¢ h(x) a v8echny tfi limity jsou si rovny.



Véta 3.6
Necht ¢, D, A € R*, limy_,. 9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
spinéna alespon jedna z podminek



Véta 3.6
Necht ¢, D, A € R*, limy_,. 9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
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(P) Ine R,n>0Vx € P(c,n): g(x) # D,
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(S) f je spojita v D.
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Véta 3.6

Necht ¢, D, A € R*, limy_,. 9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
spinéna alespon jedna z podminek

(P) Ine R,n>0Vx € P(c,n): g(x)# D,
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Véta 3.6

Necht ¢, D, A € R*, limy_,. 9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
spinéna alespon jedna z podminek

(P) Ine R,n>0Vx € P(c,n): g(x) # D,
(S) f je spojita v D.
Potom limy_,; f(g(x)) = A.



Véta 3.7 (Heine)

Necht' c € R*, A € R* a pro funkci f plati limy_,; f(x) = A.
JestliZze posloupnost {x,} splriuje x, € Dy, x, # ¢ pro
vsechnan < N alim,_., X, = C, pak plati

limpoo f(Xn) = A.



Véta 3.7 (Heine)

Necht' c € R*, A € R* a pro funkci f plati limy_,; f(x) = A.
JestliZze posloupnost {x,} splriuje x, € Dy, x, # ¢ pro
vsechnan < N alim,_., X, = C, pak plati

limpoo f(Xn) = A.

Véta 3.8
Necht f je monoténni funkce na (a, b), a, b € R*. Potom
existuji limy_, a4 f(x) alimy_p_ f(X).



3.3 Funkce spoijité na intervalu

Véta 3.9 (Bolzano)

Budiz funkce f spojita na intervalu (a, b)

a predpokladejme, Ze f(a) < f(b). Potom pro kaZzdé
C € (f(a), f(b)) existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati
f(§) = C.



Bernard Bolzano (1781-1848)




Lemma 3.10
Necht M C R a plati

Vx,ye MVzeR: x<z<y=zeM.



Lemma 3.10
Necht M C R a plati

Vx,ye MVzeR: x<z<y=zeM.

Pak M je interval.



Lemma 3.10
Necht M C R a plati

Vx,ye MVzeR: x<z<y=zeM.

Pak M je interval.

Véta 3.11
Necht J je nedegenerovany interval a f: J — R je spojita
funkce na J. Potom je f(J) interval.



Véta 3.12
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom je f na
(a, b) omezena shora i zdola.



Definice
Necht M c R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Dy).



Definice

Necht M c R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (ti. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima) na M, jestlize plati

Vy e M: f(y) < f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).



Definice

Necht M c R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (ti. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima) na M, jestlize plati

Vy e M: f(y) < f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M.



Definice

Necht M c R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (ti. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima) na M, jestlize plati

Vy e M: f(y) < f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima)
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy, f (resp. miny, f)
oznacuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).



Véta 3.13

Necht' f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom funkce
f nabyva na (a, b) své nejvétsi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima).



Véta 3.13

Necht' f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom funkce
f nabyva na (a, b) své nejvétsi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima).



Definice
Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Dy).



Definice
Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M c Dyf). Rekneme, ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
6 > 0 takove, Ze pro kazdé
y € P(x,0)nM: f(y) < f(x),



Definice
Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M c Dyf). Rekneme, ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
6 > 0 takove, Ze pro kazdé
y € P(x,0)nM: f(y) < f(x),

m lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuje
6 > 0 takove, Ze pro kazdé
y € P(x,0)nM: f(y) > f(x),



Véta 3.14

Budiz f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.

Potom funkce = je spojita a rostouci (klesajici) na
intervalu f(J).



3.4 Zavedeni elementarnich funkci

Véta 3.15 (zavedeni logaritmu)

Existuje jedina funkce (znacime jilog a nazyvame ji
prirozenym logaritmem), ktera ma tyto vilastnosti:

(L1) D(log) = (0, +00) a na tomto intervalu je log rostouci,
(L2) Vx,y € (0,400): logxy = logx + logy,

(L3) limy_,q 8X — 1,

x—1



3.4 Zavedeni elementarnich funkci

Véta 3.15 (zavedeni logaritmu)

Existuje jedina funkce (znacime jilog a nazyvame ji
prirozenym logaritmem), ktera ma tyto vilastnosti:

(L1) D(log) = (0, +00) a na tomto intervalu je log rostouci,
(L2) Vx,y € (0,400): logxy = logx + logy,

(L3) limy_,q 8X — 1,

x—1

Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni k
funkci log. Budeme ji znacit symbolem exp.



Definice
Necht a,b € R, a > 0. Obechou mochninu a° definujeme
jako

a® = exp(blog a).



Véta 3.16 (zavedeni funkce sinus a ¢isla )
Existuje jediné kladné realné Cislo (budeme ho znacit )
a jedina funkce sinus (budeme ji znacit sin), které maji
nasledujici viastnosti:

(S1) D(sin) =R,

(S2) sin je rostouci na (—m/2, w/2),

(S3) sin0 =0,

(S4) vx,y € R: sin(x+y) = sin x-sin(5—y)+sin(5—X)-sin y,
(S5) sinX — 1,

I|mx—>0



Definice
Funkci kosinus znacime cos a definujeme predpisem

cosx =sin(3 —x), x€R.

Funkci tangens znacime tg a definujeme predpisem

pro kazdé realné x, pro néz ma zlomek smysl, {j.

D, ={xeR; x#(2k+1)r/2, k € Z}.



A konec¢né symbolem cotg budeme znacit funkci
kotangens, ktera je definovana na mnoziné
D.otg = {x € R; x # km, k € Z} pfedpisem

cos X
cotg X =

sin X



A konec¢né symbolem cotg budeme znacit funkci
kotangens, ktera je definovana na mnoziné
D.otg = {x € R; x # km, k € Z} pfedpisem

cos X
cotg X =

sin X

Véta 3.17

Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg a
arccotg jsou spojité na svych defini¢nich oborech.



Isaac Newton (1643-1727)




Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)




Geometricky vyznam derivace

J(b)

f(a)




Geometricky vyznam derivace

f(b)A

f(a)




Geometricky vyznam derivace

f(a)




Geometricky vyznam derivace

f(b)A

f(a)




Geometricky vyznam derivace

f(b)A

f(a)




Geometricky vyznam derivace

f(a)




3.5 Derivace funkce

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak

m derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

/(@) = im fla+ h/)7— f(a)




3.5 Derivace funkce

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak

m derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

/(@) = im fla+ h/)7— f(a)

m derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

@)= fla+ h/)7 ~f(a)




3.5 Derivace funkce

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak

m derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

/(@) = im fla+ h/)7— f(a)

m derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

@)= fla+ h/)7 ~f(a)

m derivaci funkce f v bodé a zleva budeme rozumét

@) im f(a+ hz' — f(a)




Véta 3.18
Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.



Véta 3.18
Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati



Véta 3.18
Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

() (f+g)(a)=f(a)+9J(a)



Véta 3.18

Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

() (f+g)(a)=f(a)+9J(a)
(i) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);



Véta 3.18

Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

(i) (f+g)(a)="f(a)+g(a),
(i) (fg)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

N Fag(a) - f(a)g(a)
(‘) (@)= 2@

g



Véta 3.18

Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

(i) (f+g)(a)="F(a)+g(a),
(i) (fg)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

N Fag(a) - f(a)g(a)
(‘) (@)= 2@

g



Véta 3.18

Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

(i) (f+g)(a)="f(a)+g(a),
(i) (fg)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

N Fag(a) - f(a)g(a)
(‘) (@)= 2@

g



Véta 3.18
Necht’ funkce f ma v bodé a < R viastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Véta 3.19 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vilastni derivace. Potom plati

(i) (f+g)(a)=f(a)+49(a),
(i) (fg)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

<f> (a) = fla)g(a) — f(a)g'(a)

g g*(a)




Véta 3.20 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f ma vlastni derivaci v bodé y, € R, funkce
g ma vlastni derivaci v bode xo € R a yo = g(xo). Pak

(fog)'(x0) = f(¥0) - g'(X0)-



Véta 3.20 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f ma vlastni derivaci v bodé y, € R, funkce
g ma vlastni derivaci v bode xo € R a yo = g(xo). Pak

(fog)'(x0) = f(¥0) - g'(X0)-

Véta 3.21 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je na intervalu (a, b) spojita a rostouci
(resp. klesajici). Necht funkce f ma v bodé x, € (a, b)
derivaci f'(xy) vlastni a raznou od nuly. Potom ma funkce
f= derivaci v bodé y, = f(x) a plati rovnost

—1y/ _ 1
(F)Y (W) = m



Véta 3.22 (nutna podminka lokalniho extrému)

Budiz x, € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho
minima funkce f. Jestlize existuje f'(xy), potom je
f'(x0) = 0.



Véta 3.22 (nutna podminka lokalniho extrému)
Budiz x, € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho
minima funkce f. Jestlize existuje f'(xy), potom je
f'(x0) = 0.
Véta 3.23 (Rolle)
Necht funkce f ma nasledujici viastnosti:

(i) je spojita na intervalu (a, b),



Véta 3.22 (nutna podminka lokalniho extrému)
Budiz x, € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho
minima funkce f. Jestlize existuje f'(xy), potom je
f'(x0) = 0.
Véta 3.23 (Rolle)
Necht’ funkce f ma nasledujici vlastnosti:

(i) je spojita na intervalu (a, b),

(i) ma derivaci (vlastni ¢i nevlastni) v kazdém bode

otevieného intervalu (a, b),



Véta 3.22 (nutna podminka lokalniho extrému)
Budiz x, € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho
minima funkce f. Jestlize existuje f'(xy), potom je
f'(x0) = 0.
Véta 3.23 (Rolle)
Necht’ funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu (a, b),
(i) ma derivaci (vlastni ¢i nevlastni) v kazdém bode
otevieného intervalu (a, b),
(i) plati, Ze f(a) = f(b).



Véta 3.22 (nutna podminka lokalniho extrému)
Budiz x, € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho
minima funkce f. Jestlize existuje f'(xy), potom je
f'(x0) = 0.
Véta 3.23 (Rolle)
Necht’ funkce f ma nasledujici vlastnosti:

(i) je spojita na intervalu (a, b),

(i) ma derivaci (vlastni ¢i nevlastni) v kazdém bode

otevieného intervalu (a, b),

(i) plati, Ze f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a, b) takove, Ze plati f'(£) = 0.



Geometricky vyznam Rolleovy véty




Véta 3.24 (Lagrange)

Necht’ funkce f je spojita na intervalu (a, b) a ma derivaci
(vlastni ¢i neviastni) v kaZzdém bodé intervalu (a, b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati



Geometricky vyznam Lagrangeovy véty




Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.

(i) Je-li f(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
nad.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je rostouci
nad.

(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
nad.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a

monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu

vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma

derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je rostouci

nad.

(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
nad.

(iii) Je-lif'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je rostouci
nad.

(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
nad.

(iii) Je-lif'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je

neklesajici na J.

(iv) Je-lif'(x) < 0 pro véechna x € intJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.

(i) Je-li f(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
nad.

(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
nad.

(iii) Je-lif'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je

neklesajici na J.

(iv) Je-lif'(x) < 0 pro véechna x € intJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 3.25 (vztah znaménka derivace a
monotonie funkce)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitinim bodé J (mnoZinu
vnitfnich bodu intervalu J oznacme jako int J) ma
derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je rostouci

nad.

(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
nad.

(iii) Je-li f'(x) > 0 pro véechna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(x) < 0 pro vdechna x € intdJ, pak f je
nerostouci na J.



Véta 3.26 (I'Hopitalovo pravidlo)

(i) Necht a € R*, limy_,5, f(x) =limy_,. g(x)=0,fag
maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a viastni
derivaci a existuje Ium,Ha+ . Pak

lim f_x): lim Fiix)

X—a+ g(x) X—a+ g’(X).




Véta 3.26 (I'Hopitalovo pravidlo)

(i) Necht a € R*, limy_,5, f(x) =limy_,. g(x)=0,fag
maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a viastni
derivaci a existuje IumHH . Pak

lim f_x): lim Fiix)

X—a+ g(x) X—a+ g’(X).

(ii) Necht’ a € R*, limy_,41 |9(X)| = +o0, f @ g maji na
jistém pravém prstencovem okoli bodu a vlastni derivaci a
existuje ||m)Ha+ g . Pak

im LX) _ iy 0
MR 900 A g




Véta 3.27
Necht f je spojita zprava v bode a € R a existuje
limy_,a+ f'(x). Potom existuje f'(a) a plati rovnost

f.(a) = lim f(x).

X—a+



Véta 3.27

Necht f je spojita zprava v bode a € R a existuje

limy_,a+ f'(x). Potom existuje f'(a) a plati rovnost
fi(a) = lim f(x).

X—a+

Definice

Necht n € N, a € R a f ma vlastni n-tou derivaci na okoli
bodu a. Pak (n+ 1)-ni derivaci funkce f v bodé a budeme
rozumet

f(a+ h) — f"(a)

f(n+1)(a) _ ,'7'”2)
N




3.6 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme

Ta={lx.y] € R® y = f(a) + f(a)(x — a)}.
Rekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi pod teénou T, jestlize
f(x) < f(a) + f'(a) - (x — a).

Plati-li opacna nerovnost, fekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi
nad tecnou T,.



Definice )
Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem

funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, Ze plati
(i) ¥x € (a— A, a): [x,f(x)] lezi pod teCnou Ty,
(i) Vx € (a,a+ A) : [x, f(x)] lezi nad teCnou T,
nebo
(i) ¥x € (a— A, a): [x, f(x)] lezi nad teCnou T,
(i) Vx € (a,a+ A) : [x, f(x)] lezi pod teCnou T.



Véta 3.28 (nutna podminka pro inflexi)

Necht’ a € R je inflexni bod funkce f. Potom f"(a)
neexistuje nebo je rovna nule.



Véta 3.28 (nutna podminka pro inflexi)

Necht’ a € R je inflexni bod funkce f. Potom f"(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 3.29 (postacujici podminka pro inflexi)

Necht funkce f ma spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) az € (a,b). Necht plati:

e Vx € (a2z): f'(x) >0,
e Vx € (z,b): f(x) <O.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.



Definice
Rekneme, Ze funkce f: | — R je konvexni na intervalu /,
jestlize

Vxi, Xp € IVA € (0,1): FOX+(T=A)X) < M(x1)+(1-A)f(x2).



Definice
Rekneme, Ze funkce f: | — R je konvexni na intervalu /,

jestlize
Vxi, X € IVA € (0, 1): F(Ax1+(1=A)xX2) < Af(x1)+(1—=XN)F(x2).

Rekneme, Ze funkce f : I — R je ryze konvexni na
intervalu /, jestlize

Vxi, X € L xy # xo VA € (0,1): fF(Axi+(1=A)x2) < Af(x1)+(1—.



Lemma 3.30
Funkce f je na intervalu | konvexni, pravé kdyz

f(x2) — f(x1) < flxs) — flxe)

VX1, X0, X3 € 1, X1 < Xo < X3 :
Xo — Xj X3 — Xo




Véta 3.31
Necht f ma na intervalu (a, b), a < b, spojitou prvni
derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).



Véta 3.31
Necht f ma na intervalu (a, b), a < b, spojitou prvni
derivaci.
(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).
(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).



Véta 3.31
Necht f ma na intervalu (a, b), a < b, spojitou prvni
derivaci.

(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).
(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).
(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je
konvexni na (a, b).



Véta 3.31

Necht f ma na intervalu (a, b), a < b, spojitou prvni

derivaci.

(i) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f"(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f"(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je
konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdeé x € (a, b), pak f je
konkavni na (a, b).



3.7 Prubéh funkce

Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je

asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize

lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. lim (f(x)—ax—b) =0).

X——+00 X——00



3.7 Prubéh funkce

Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize
lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. lim (f(x)—ax—b) =0).

X——+00 X——00

Veta 3.32

Funkce f ma v +oo asymptotu x — ax + b, a,b € R,
prave kdyz

lim @:aeR, lim (f(x) —ax) =beR.

X—4o00 X X—>+00
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Vysetreni prabéhu funkce
UrCime definicni obor a obor spojitosti funkce.
Zjistime priseciky se souradnymi osami.
Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
Dopocitame limity v “krajnich bodech” definicniho
oboru.

Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. Ur¢ime obor
hodnot.

Spocteme druhou derivaci a ur€ime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkavni. Ur¢ime inflexni
body.

Vypocteme asymptoty funkce.
Nacrtneme graf funkce.



