
INTEGRACE POMOCÍ TRIGONOMETRICKÝCH SUBSTITUCÍ

Spočtěte následující primitivní funkce.

1.
∫︁

sin x−sin x cos
2
x

cos4 x+2 cos2 x+1
dx

2.
∫︁

3 sin
2
x+cos

2
x

sin2
x+3 cos2 x

dx

3.
∫︁

2+cos x

3+sin x+cos x
dx



Cvičeńı z MA – Primitivńı funkce Matěj Doležálek

1. Použijeme substituci ϕ(x) = cosx. Poté ϕ′(x) = − sinx a tedy pro funkci

f(x) =
x2 − 1

(x2 + 1)2

plat́ı
sinx− sinx cos2 x

cos4 x+ 2 cos2 x+ 1
= f(ϕ(x))ϕ′(x).

Postač́ı tedy k f nalézt na R primitivńı funkci F , načež bude primitivńı funkćı k zadané funkci F (ϕ(x)).
Plat́ı

∫

x2 − 1

(x2 + 1)2
dx =

∫

1

x2 + 1
dx− 2

∫

1

(x2 + 1)2
dx

C
=

C
= arctanx− 2

(

x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctanx

)

= −
x

x2 + 1
.

Z toho pak
∫

sinx− sinx cos2 x

cos4 x+ 2 cos2 x+ 1
dx

C
= −

cosx

cos2 x+ 1
, x ∈ R.

2. Nalezněme nejprve primitivńı funkci na intervalu
(

−π

2
, π

2

)

. Použijme substituci t = tanx. Potom dx = 1

t2+1
dt,

z čehož
∫

3 sin2 x+ cos2 x

sin2 x+ 3 cos2 x
dx =

∫

3 tan2 x+ 1

3 + tan2 x
dx =

∫

3t2 + 1

(t2 + 1)(t2 + 3)
dt.

Rozlož́ıme
3t2 + 1

(t2 + 1)(t2 + 3)
=

4

t2 + 3
−

1

t2 + 1
,

z čehož zintegrujeme
∫

3t2 + 1

(t2 + 1)(t2 + 3)
dt

C
=

4
√
3
arctan

(

t
√
3

)

− arctan t

a dosazeńım t = tanx máme

∫

3 sin2 x+ cos2 x

sin2 x+ 3 cos2 x
dx

C
=

4
√
3
arctan

(

tanx
√
3

)

− x = F (x), x ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

.

Nyńı primitivńı funkci rozš́ı̌ŕıme na celou reálnou osu t́ım, že hodnoty F na každém z interval̊u
(

π
(

k − 1

2

)

, π
(

k + 1

2

))

posuneme o k-násobek vhodné konstanty. Tou muśı být

lim
x→π

2
−

(

4
√
3
arctan

(

tanx
√
3

)

− x

)

− lim
x→π

2
+

4
√
3
arctan

(

tanx
√
3

)

− x =

=

(

4
√
3
·
π

2
−

π

2

)

−

(

4
√
3
·
(

−
π

2

)

−
π

2

)

=
4π
√
3
,

kde využ́ıváme limx→π

2
− arctan

(

tan x√
3

)

= π

2
, nebot’

lim
x→π

2
−

tanx
√
3

= ∞, lim
x→∞

arctanx =
π

2

a funkce arctan je spojitá, takže lze použ́ıt větu o limitě složené funkce. Potom můžeme dodefinovat

F (x) =







4√
3
arctan

(

tan x√
3

)

− x+ k · 4π√
3
, x ∈

(

π
(

k − 1

2

)

, π
(

k + 1

2

))

, k ∈ Z,

π
(

k + 1

2

)

(

4√
3
− 1
)

, x = π
(

k + π

2

)

, k ∈ Z.

Potom muśı platit F ′(x) = 3 sin
2
x+cos

2
x

sin2 x+3 cos2 x
na každém z interval̊u

(

π
(

k − 1

2

)

, π
(

k + 1

2

))

. Dále jsou integrovaná

funkce i F spojité, z čehož muśı (větou 5.11) derivace zprava F ′
+

(

π
(

k + 1

2

))

býti rovna lim
t→π(k+ 1

2 )
+ F ′(t),

což je ale pouze limita z integrované funkce, tedy (spojitost́ı) jej́ı funkčńı hodnota v x = π
(

k + 1

2

)

. Analogicky
pro derivaci zleva, takže F je skutečně hledanou primitivńı funkćı na celém R, z čehož jsou všechny primitivńı
funkce k integrované funkci tvaru F (x) + C.
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3. Nalezneme primitivńı funkci na intervalu (−π, π) substitućı t = tan
(

x

2

)

. To dává cosx = 1−t
2

1+t2
, sinx = 2t

1+t2
,

dx = 2

1+t2
dt, č́ımž se integrál uprav́ı na

∫

2(1 + t2) + 1− t2

3(1 + t2) + 2t+ 1− t2
·

2

1 + t2
dt =

∫

t2 + 3

(t2 + t+ 3)(t2 + 1)
dt.

Tuto racionálńı funkci rozlož́ıme na parciálńı zlomky:

t2 + 3

(t2 + t+ 3)(t2 + 1)
=

At+B

t2 + t+ 2
+

Ct+D

t2 + 1
.

Roznásobeńım a porovnáńım koeficient̊u při mocninách t źıskáme soustavu

0 = A+ C,

1 = B + C +D,

0 = A+ 2C +D,

3 = B + 2D,

jej́ımž řešeńım je A = B = D = 1, C = −1. Nyńı zintegrujeme

∫

t+ 1

t2 + t+ 2
dt =

1

2

∫

2t+ 1

t2 + t+ 2
dt+

1
√
7

∫ 2√
7

(

2t+1√
7

)2

+ 1
dt

C
=

1

2
log
(

t2 + t+ 2
)

+
1
√
7
arctan

(

2t+ 1
√
7

)

,

∫

t− 1

t2 + 1
dt =

1

2
log
(

t2 + 1
)

− arctan t.

Odečteńım a dosazeńım t = tan
(

x

2

)

pak máme

∫

2 + cosx

3 + sinx+ cosx
dx

C
=

1

2
log

(

tan2
(

x

2

)

+ tan
(

x

2

)

+ 2

tan2
(

x

2

)

+ 1

)

+
1
√
7
arctan

(

2 tan
(

x

2

)

+ 1
√
7

)

+

+ arctan
(

tan
(x

2

))

= F (x)

pro x ∈ (−π, π).

Nyńı rozš́ı̌ŕıme F na nějakou primitivńı funkci G na celém R tak, že bude G = F + ck na každém z interval̊u
(π(2k − 1), π(2k + 1)), k ∈ Z (integrovaná funkce je periodická s periodou π, takže taková G k ńı určitě bude
na takovém intervalu primitivńı). Plat́ı

lim
x→−π+

F (x) = −
π

2

(

1
√
7
+ 1

)

, lim
x→π−

F (x) =
π

2

(

1
√
7
+ 1

)

,

z čehož pro spojitost G muśı být ck+1 − ck = π
(

1√
7
+ 1
)

pro každé k ∈ Z. Primitivńımi funkcemi k
2+cos x

3+sin x+cos x
na R jsou tak právě všechny G tvaru

G(x) =























1

2
log

(

tan
2( x

2 )+tan( x

2 )+2

tan2( x

2 )+1

)

+ 1√
7
arctan

(

2 tan( x

2 )+1
√
7

)

+

+ arctan
(

tan
(

x

2

))

+ c0 + kπ
(

1√
7
+ 1
)

, x ∈ (π(2k − 1), π(2k + 1)) , k ∈ Z,

π

2

(

1√
7
+ 1
)

, x = π(2k + 1)

pro konstantu c0 ∈ R. Takováto G je spojitá na R a na každém z interval̊u (π(2k − 1), π(2k + 1)), k ∈ Z je
G′(x) = 2+cos x

3+sin x+cos x
, platnost této rovnosti pro x = π(2k+1) pak plyne s pomoćı spojitosti G i integrované

funkce větou 5.11.
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